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A tanulmány tárgya az egyik legrégebben alkalmazott folyamatos üzeműanyagmozgató gép a
szállítócsiga, amit főleg száraz, nem tapadó, aprószeműés poros anyagok vízszintes, ferde,
valamint függőleges irányú szállítására használnak. Megemlíthető, hogy a csiga működési
elve nemcsak szállításra, hanem keverésre és préselésre is alkalmas. A tanulmány azonban
elsősorban a csigák szállítás szempontjából lényeges elméleti kérdéseivel foglalkozik, bár el-
képzelhető, hogy a feltárt összefüggések szélesebb körben, más területeken is hasznosíthatók.
Az elméleti vizsgálatokhoz a legegyszerűbb mechanikai modellt, a tömegpont modellt használ-
juk, ami közismerten durva közelítése a valóságnak, és így nem tükrözi teljességében a tényle-
ges folyamatokat. Mindezek ellenére a mozgásegyenlet felírása után kapott differenciálegyen-
letből (még akkor is, ha nem sikerül eljutnunk az általános megoldáshoz) rendszerint értékes
következtetések vonhatók le, vagy a gyakorlat igényeit kielégítő, közelítőmegoldások nyerhe-
tők.
A csavarvonalon mozgó tömegpont differenciálegyenlete
A csigavályúba adagolt anyagi részecskét tömegpontnak (P) tekintjük, és mozgását az 1. ábra
szerinti jobbsodrású x,y,z álló koordinátarendszerben, valamint a t,n,b egységvektorok által
meghatározott forgó vonatkoztatási rendszerben vizsgáljuk. Az általános tárgyalás érdekében
a z tengely, amely egybeesik a csigatengelyével,szöget zár be a vízszintessel. Továbbá felté-
telezzük, hogy a tömegpont a csigaszárnyat burkoló henger felületén és a csigaszárny peremén
elhelyezkedőcsavarvonalon mozog, a súrlódási tényezők pedig állandók.
Mint ismeretes a forgó vonatkoztatási rendszerben érvényes mozgásegyenletet úgy kapjuk,
hogy a valódi erőkhöz hozzáadjuk a forgás miatt fellépőún. járulékos vagy tehetetlenségi erő-
ket (a szállító és a Coriolis erőt). Ezzel a forgó rendszer minden befolyását figyelembe vesz-
szük a látszólagos pálya alakulására, és a továbbiakban a rendszer forgásától eltekinthetünk. A
forgó vonatkoztatási rendszerben érvényes mozgásegyenlet tehát:
(1) cs21 FFNBSSGr m ,
ahol:
m a tömeg,
r a tömegpont relatív mozgásának a gyorsulása a csavarvonalhoz viszonyítva,
1S a súrlódási erőa tömegpont és a csavarfelület között,
2S a súrlódási erőa tömegpont és a vályú között,
B a kényszererőa csavarvonalon,
N a kényszererőa vályú falán,
0 a csigatengely szögsebessége,
s a tömegpont relatív mozgásának a sebessége a csavarvonalhoz viszonyítva,
gG m a súlyerő,
][ r)(F 00s  m a szállító erővagy centrifugális erő,
)2( tF 0c sm   a Coriolis erő.
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A modellben az S1 és S2 súrlódási erőkhöz tartozó súrlódási tényezőket állandónak tekintjük.
Először határozzuk meg a bnt ,, egységvektorokat az x,y,z álló koordináta rendszerben. A
csavarvonal egyenlete legegyszerűbben az )(sr helyvektorral írható le, ahol s a görbe ívhosz-






















 a csavarvonal menetemelkedési szöge,
 a tömegpont abszolút szögelfordulása,
r a helyvektor vetülete az x,y síkon.
1. ábra: Koordináta rendszerek és a tömegpontra ható erők




ami nem más, mint a növekvőívhossz irányába mutató érintőirányú egységvektor.
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2. ábra



















































tr  '" .































ahol az 2cos/rR a görbületi sugár, a g=1/R pedig a görbület. A t’ abszolút értéke, azaz a
nagysága Rg /1t .
























































A t,n,b vektorokból álló ún. kísérőtriédert, mint forgó vonatkoztatási rendszert rendeljük a
csavarvonalhoz, és ebben a rendszerben írjuk le a tömegpont mozgását.
A forgó rendszerben fellépőrelatív mozgás gyorsulás komponenseit az r vektor időszerinti



















így az (1) mozgásegyenlet baloldala a következőlesz:






A továbbiakban transzformáljuk a tömegpontra ható erőket a t,n,b rendszerbe. A súlyerő






















































































































































































































































3. ábra: A tömegpontra ható súr-
lódási erők
vagyis mindkét vektor n irányú.
A súrlódási erők a sebességviszonyok ismeretében értel-
mezhetők. A tömegpont abszolút sebessége
tvv k s ,
ahol vk a csavarvonal kerületi, spedig a tömegpont csa-
varvonalhoz viszonyított relatív mozgásának a sebessé-
ge.
Az S1 súrlódási erőt a csavarvonalra merőleges B kényszererőhozza létre, értelme pedig ts-
vel, a relatív mozgás sebességével ellentétes (3. ábra):
(12) tBS1 1 ,
ahol1 a tömegpont és a csavarfelület közötti súrlódási tényező.
Az S
2
súrlódási erőt az n irányú szabad- és tehetetlenségi erők létesítik, azaz:
0cossin
2





amelyből a csigavályú falán ébredőkényszererő:

















ahol 2 a tömegpont és a vályú közötti súrlódási tényező, v a tömegpont abszolút sebessége,
amely a b vektorhoz szög alatt hajlik. A szállítás irányát jellemzőszöget a szállítás szö-
gének nevezzük. Az S2 súrlódási erőtehát v irányú, de azzal ellentétes értelmű(3. ábra).































































































































2222 ssrrvvv zyx   v












































































































Végül, a (6)-(13), (17), (18) eredményeket az (1) mozgásegyenletbe helyettesítve megkapjuk a













































A 6. ábrából leolvasható:







































Ezeket helyettesítve a (19) komponens egyenletekbe:









 cossincoscoscossin 2 NB  mggm .
A fenti hiányos, nemlineáris másodrendűdifferenciálegyenlet tartalmazza a vízszintes és a
függőleges csiga mozgástörvényeit is. A vízszintes és a függőleges csiga mozgásegyenletei
=0, illetve =/2 helyettesítéssel nyerhetők. A mozgásegyenletből (még akkor is, ha nem sike-
rül eljutnunk az általános megoldáshoz) értékes következtetések vonhatók le, vagy a gyakorlat
igényeit kielégítő, közelítőmegoldások nyerhetők.
A differenciálegyenlet megoldása
4. ábra.
A (22) differenciálegyenlet megoldásához vezessük be a r






















ahol ra relatív mozgás szögsebessége, ra relatív mozgás szöggyorsulása.











0 2cossin rr rrrgm
 N ,
(23/c)  cossincoscoscossin 2 mggm
NB  ,






























A (23) egyenletekből még a tömegpont abszolút helyzetét jellemzőszöget kell kiküszöböl-
ni, pontosabban a r relatív szögelfordulás függvényeként felírni. Legyen0 a t=0 időponthoz
tartozó szög, a csigatengely forgásiránya negatív, a relatív forgás iránya pedig pozitív, így a
(23/f) )( 00 rt   .
A kezdeti érték feladat numerikus megoldásához szükséges kezdeti feltételek könnyen meg-
adhatók. A t=0 időpontban a tömegpont =0 helyzetből indul, ekkor relatív szögelfordulás
r(0)=0, és a relatív mozgás szögsebesség ugyancsak nulla, azaz 0)0( r .
Mint az ismeretes a magasabb rendűdifferenciálegyenletek általában visszavezethetők első-
rendűdifferenciálegyenlet-rendszerre, és ezt követően az ismert módszerek bármelyikét al-
kalmazhatjuk a megoldásra. A (23) másodrendűdifferenciálegyenlet általánosan
),,( tf rrr   .
Legyen zr  , akkor az új változó bevezetése után a differenciálegyenlet-rendszer:
),,( tzfz r ,
),,( tzgz r .
A kezdeti feltételek pedig
0)0( r és 0)0( z .
A1=0,36,2=0,6,=14,3,=0és 40, r=0,125 m,0=10 1/s paraméterekkel és 0=161,93
és 142,37kezdeti feltételekkel jellemzett vízszintes és ferdecsigában mozgó tömegpontok
esetén a negyedrendűRunge-Kutta módszerrel nyert partikuláris megoldások grafikonjai a 8.
ábrán láthatók.
A 5/a ábra a tömegpont abszolút helyzetének () változását mutatja az időfüggvényében. A
görbék először szigorúan monoton csökkennek, majd a minimum hely utáni monoton növeke-
désből egy állandó érték körüli csillapodó oszcillálásba mennek át.
A 5/b ábra görbéi a relatív mozgás szögsebesség változását ( r) szemléltetik. A relatív moz-
gás szöggyorsulását leíró függvények (5/c ábra) a 5/b ábrán ábrázolt görbék maximum helye-
inél metszik az időtengelyt A maximum hely után a relatív mozgás szögsebessége monoton
csökken, majd r=10 1/s érték körül egyre kisebb amplitúdóval és egyre nagyobb periódus
idővel oszcillál, vagyis tart a csigatengely szögsebességéhez. Ez azt jelenti, hogy lassan meg-
szűnik a gyorsulás, és a tömegpont sebessége állandóvá válik, a mozgás stacionáriussá válik.
Mindez a 5/c ábrán is követhető, ahol a relatív mozgás szöggyorsulása a minimum hely után
monoton növekszik, és tart nullához.
A megoldás érdekessége, hogy a mozgás csillapodó szakaszában az abszolút sebesség iránya ~
=14,3-hoz tart, ami éppen nagyságú, vagyis az abszolút sebesség a z tengellyel párhu-
zamos lesz (5/d ábra).





















































5. ábra: A differenciálegyenlet partikuláris megoldása
(1=0,36, 2=0,6,=14,3, r=0,125 m,0=10 1/s)
Az ábrákon a csillapodás alig érzékelhető, mivel a lengések amplitúdói nagyon kicsik. Az
oszcillálás időtartama a megoldás pontosságától függ. Ha a numerikus megoldás lépésközét
nagyon kicsire, pl. h=0,00001-re választjuk, akkor a , r, rés értékek csillapodása na-
gyon hosszú ideig tart. Szerencsére azonban a lengések amplitúdói meglehetősen gyorsan el-
hanyagolhatóvá vállnak. A gyakorlatban szokásos csigatengely fordulatszámoknál ez az idő-
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tartam kisebb, mint 1 s, ezért a kváziállandósult állapotot a csiga kevesebb, mint 1/2 fordulat
után eléri, ami után a, r, résértékek kváziállandónak tekinthetők.
A partikuláris megoldások és a grafikonok ismeretében kísérletet tehetünk a mozgás leírására.
A t=0 időpontban a csigalevéllel együtt haladó tömegpont relatív mozgásának szögsebessége
nulla, ezért az abszolút sebesség (v) egyenlőa csigalevél kerületi sebességével (vk), iránya=
/2. A kezdeti 0 helyzetben a tömegpont megcsúszik a csigalevélen (feltéve, hogy ennek
feltételei adottak), és gyorsuló mozgást végez, miközben az abszolút sebesség vektor iránya (
) és nagysága változik. A v vektor a b binormális vektortól a gyorsulás elsőszakaszában jobb-
ra, a második pedig balra hajlik. A mozgáspálya így egy, a csigatengely forgás irányában
emelkedőszabálytalan spirális lesz. A tömegpont mozgása a=0-/2 tartományban a1,2,
, paraméterek által meghatározott helyen (=a) kváziállandóvá válik. A relatív mozgás
gyorsulása megszűnik ( 0r ), és a szabaderők t irányú komponensei egyensúlyba kerülnek.
A relatív mozgás szögsebessége
0 r ,
az abszolút mozgás sebességének iránya pedig
=
lesz.
A differenciálegyenlet illetve annak numerikus megoldása látszólag nem túl sokat mond a ter-
vezőmérnök számára, akit a mozgás első, gyorsuló szakasza legfeljebb a teljesítményigény
számítása szempontjából érdekelhet. A tervezősokkal inkább a kváziállandósult állapot meg-
ismerésében érdekelt, amihez az út azonban ugyancsak a (23) egyenletrendszeren keresztül
vezet. Ezért a továbbiakban megvizsgáljuk a relatív mozgás létrejöttének feltételeit, majd
elemezzük a kváziállandósult mozgásállapotot.
A relatív mozgás kialakulásának feltételei
A megoldás során kérdés lehet a t=0 időponthoz tartozó szög megválasztása. A tömegpont
mozgásának ismeretében már tudjuk, hogy a 0 csak olyan tartományba eshet, ahol a relatív
mozgás feltételei adottak. Kérdés most az, hogy a tartomány alsó határa hogyan határozható
meg. A t=0 időpontban, a relatív mozgás kezdetén ar(0)=0, 0)0( r , amihez határesetben
még a 0)0( r feltétel járul. Továbbá tudjuk azt is, hogy ekkor a v=vk, azaz a v vektor irá-












Ezeket, valamint a t=0 időponthoz tartozó feltételeket a (23) egyenletekbe helyettesítve a kö-
vetkezőalgebrai egyenletrendszert kapjuk:
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(24/b) 20cossin  rgm
N ,










































































0sincos 2  C .
Használjuk fel a  2sin1cos  trigonometriai azonosságot, amellyel a
0sinsin1 2
2   C ,
0sinsin2sin1 2222
22   CC .















A (2.625) egyenlet 1 pozitív gyöke határozza meg azt a helyet, ahol megkezdődhet a relatív
mozgás. Ezért a kezdeti feltételek (5. ábra) megadásakor a
10   .
A (25) valós megoldásának és egyben a csiga működésének feltétele, hogy az egyenlet diszk-



















































Oldjuk meg az egyenlőtlenséget0-ra:












































A kijelölt műveletet elvégezve és rendezve, az

































qp  2040  .






























































A p és q értékeket visszahelyettesítve, megkapjuk azt a maximális szögsebességet, ami felett
a relatív mozgáshoz feltételei már nem biztosítottak:
(26)  )(tgsin+1cos 22
2
max0   r
g
.







A ferde és vízszintes csigánál tehát, adott 1,2,,paraméterekhez tartozik egy maximális
szögsebesség (0max), amely felett a (25)-nek nincs valós megoldása, vagyis 0max -nál na-
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gyobb szögsebességnél nincs biztosítva a relatív mozgás. Ezért a ferde és a vízszintes szállító-
csiga fordulatszám-növelésnek egy bizonyos határ felett nincs értelme. Ezt az elméleti ered-
ményt alátámasztják az irodalomban található empirikus összefüggések és azok indoklásai is.
A függőleges csigánál a relatív mozgás kezdete nem függ aszögtől, ugyanis a (24) egyenle-
tekből=/2 helyettesítés után a-t tartalmazó tagok eltűnnek, így





























ami azonos az irodalomban a függőleges csiga kritikus szögsebességére adott, jól ismert ösz-
szefüggéssel.
A (26-28) összefüggések a tervezési gyakorlat szempontjából rendkívül fontosak, mivel meg-
adják azt a maximális vagy minimális szögsebességet, ami felett vagy alatt nincsenek meg a
relatív mozgás feltételei, és a szállítócsiga elméletileg működésképtelenné válik.
Az állandósult mozgásállapot
A megoldással, illetve a kvázi állandósult mozgással kapcsolatban két fontos gyakorlatias
kérdés vetődhet fel: (1) az állandósult állapot a tömegpont milyen helyzetében következik be,
és itt milyen irányú lesz a tömegpont abszolút sebessége, (2) az állandósult állapot elérhető-e a
=0-/2 tartományban mindenhol.
A korábban elemzett partikuláris megoldásban, a tömegpont relatív mozgásának szögsebessé-
ge ( r) az időelőrehaladásával először növekszik, majd a maximum elérése után monoton
csökkenve tart 0 –hoz. Ez azt jelenti, hogy egyensúlyi állapotban a 0 r és 0r . A
numerikus vizsgálatok azt mutatják, hogy ezt állapotot a tömegpont (változatlan 1, 2, , 
paraméterek esetén) mindig ugyanazon a =a helyen éri el, függetlenül az 0 és 0 megvá-
lasztásától, de természetesen feltéve, hogy 00max, és a 0 helyen adottak a relatív mozgás
feltételei. Ebből arra lehet következtetni, hogy az egyensúly kialakulásának helye nem függ az
0 szögsebességtől és a0 szögtől. A hipotézis helyessége könnyen belátható, ha a (23/b) és
(23/d) egyenletet alaposabban megvizsgáljuk. Ha ugyanis ezekbe a kvázi állandósult mozgás-
állapotnak megfelelően 0 r -t helyettesítünk, akkor azokból eltűnik az 0 és a
kváziállandósult állapothoz tartozó a szög csak a 1,2,,paraméterek függvénye lesz.
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A rövid kitérőután térjünk vissza az eredeti kérdésekhez. Elsőközelítésben feltételezzük,
hogy az állandósult állapot mindig 0 r mellett jön létre, ezért a (23/d) egyenletbe helyet-




































amelyből =, vagyis az állandósult állapotban az abszolút sebesség iránya a csigaten-





s r   -t
írunk. Ekkor a vx és vy komponensek eltűnnek, a z irányú komponens pedig
(29)  tg0rvz 
lesz.
Az elsőkérdés elsőfelére, az állandósult állapot a tömegpont milyen helyzeténél következik
be, úgy kaphatunk választ, hogy a (23) egyenletrendszerbe 0 r , 0r és=-t helyet-
tesítünk. Ekkor a (23/a) jobb oldala 0 lesz, (23/b)-ből pedig eltűnnek az0-t tartalmazó tagok,
azaz







(30/c)  cossincoscoscossin 2 mggm
NB  .
A (30/b és c)-t a (30/a)-ba beírva és-re rendezve, a




































jelöléseket, a következőmásodfokú egyenletet nyerjük:
0sincos  BA  ,
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BA   sinsin1 2 ,
2222 sin2sinsin1 BABA   ,
(31) 01sin2sin)1( 222  BABA  .
A (31) egyenletből számítható a kváziállandósult állapothoz tartozóa szög. A valós meg-
oldás feltételei pedig választ adnak a második kérdésre. Az egyenlet együtthatói:
1)(tg1 222
2  Aa ,
)(tgtg22 22   ABb ,















































































6. ábra: A differenciálegyenlet megoldása függőleges és ferde csigára
(1=0,36, 2=0,6, =17,66, r=0,125 m,0=15 1/s)
A valós megoldás szükséges feltétele:
042  cab .
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Ezt -ra megoldva, a
]1)(tgtg[]1)(tg[4)(tgtg4 22222
422





2   ,
)tg()(tg1 22







Az eredményként kapott (32)-ből kiolvasható, hogy a 0 r -lal jellemzett állandósult álla-
pot csak egy bizonyos, az és aszögek, valamint a2 súrlódási tényezőáltal meghatározott
h határig érhetőel. Ah a maximális meredekséget jellemzőszög.
A (32)-ből számíthatóh szög felett csak=90-nál állandósul a mozgás. Itt azonban a tömeg-
pont abszolút sebességének iránya z tengellyel nem lesz párhuzamos, azaz , és a rsoha
nem éri el az0 értékét. Ez jól látható a 6. ábrán, amely egy függőleges és egy ferde csigára (
=80) vonatkozó partikuláris megoldás grafikonjait szemlélteti. Az egyéb paraméterek a két
megoldásban azonosak: 1= 0,36, 2=0,6, =17,66, r=0,125 m, 0=15 1/s, és a 0 szög
mindkét esetben/2.
A megoldásban a h-nál meredekebb ferdecsigák eredményei tűnnek a legérdekesebbnek. A
grafikonok szerint a szállítás irányát jellemzőszög, a relatív mozgás szögsebessége és a
szöggyorsulása egy középértékhez viszonyítva periodikusan változik, de a korábbi eredmé-
nyektől eltérően a függvények amplitúdói nem csillapodnak, és nem alakul ki az állandósult
mozgásállapot. Ezeknél a csigáknál az állandó gyorsulás és lassulás tetemes energiát emészt
fel.
A függőleges csigára kapott megoldás megegyezik a függőleges szállítócsigák elméletével
kapcsolatban fellelhetőpublikációkban közölt eredményekkel [1], [2]. A megoldás alátá-
masztja a hivatkozott szerzőknek a kváziállandósult állapotra vonatkozó hipotézisét, ami alap-
ján közvetlen felírhatók az egyensúlyi egyenletek. Természetesen az egyensúlyi egyenletek a
(23) egyenletrendszerből is megkaphatók, ha abba beírjuk kváziállandósult állapot feltételeit.
A függőleges csiga esetén a=/2 és a 0r , amit a (23)-ba helyettesítve, a
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A függőleges csigára nyert (33) algebrai egyenlet-rendszerből r, a relatív mozgás szögsebes-
sége és a v abszolút sebesség irányát jellemzőszög valamelyik ismert numerikus eljárással
kiszámítható.
Kapcsolat a sebességek között
A v abszolút sebesség  szöget zár be a b
binormális vektorral (7. ábra). A sinustételt al-



































7. ábra: Kapcsolat a sebességek között
Ezzel az összefüggéssel a (23) egyenletrendszer is kiegészíthető.





























A csavarvonalon mozgó tömegpont differenciálegyenlete és partikuláris megoldásai alkalma-
sak lehetnek a szállítócsigákban lejátszódó mozgás elemzésére, pontosabb megismerésére. A
tanulmányban, terjedelmi okokból, e lehetőségek koránt sincsenek teljesen kihasználva. Csu-
pán arra törekedtem, hogy néhány, korábban empirikusan vagy más úton elért eredmény elmé-
leti igazolásával bemutassam a modell használhatóságát.
A legfontosabb eredmény annak igazolása, hogy a vízszintesen, a függőlegesen és ferdén szál-
lító csigák egy csoportjánál (δ≤δh) kialakulhat a kváziállandósult mozgásállapot. Aδh határ-
érték és δ=π/2 között pedig a tömegpont periodikusan változó sebességgel és gyorsulással
mozog. A kvázi állandósult mozgásállapotban δ≤δh-ig 0r és   , ami azt jelenti,
hogy a tömegpont abszolút sebessége párhuzamos a csigatengellyel.
A kvázi állandósult állapot vizsgálata során kiderült, hogy az egyensúlyi állapotban lévőtö-
megpont helyzetét meghatározó φa szög, csak a µ1, µ2, α,δparaméterek függvénye, nem függ
a tömegpont kezdeti helyzetétől és a csiga tengely szögsebességétől. A szállított anyag rézsű-
szöge és belsősúrlódási tényezője mellett feltételezhetően aφa szög is hatással van a csigavá-
lyúban kialakuló szállítási keresztmetszetre, illetve az elérhetőoptimális töltési tényezőre.
Ennek a feltételezésnek az elméleti vizsgálata és mérésekkel való alátámasztása egy másik
tanulmány tárgya lesz.
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A relatív mozgás feltételeivel kapcsolatos elméleti elemzések alátámasztják a vízszintes és a
ferde csigák (δ≤δh) megengedett fordulatszámára vonatkozó empíria, illetve a függőleges
csigák kritikus fordulatszámára más úton levezetett formula helyességét.
Az elmélet mérésekkel történőigazolása, és annak tisztázása, hogy a tömegpont elmélet mi-
lyen határok között ad elfogadható eredményt, a közeljövőfeladata.
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